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 چکیده
سی قرار           ,در این تحقیق سازمان مورد برر شبکه با سائل تولید  شرده مرتبه بالا در م . بدین گرفتکارایی و عملکرد روش اختلاف محدود ف

و تمامی تمهیدات مربوط به ایجاد تراکم در نقاط شبکه در    گردیدای بیضوی جهت تولید شبکه استفاده    منظور از معادلات دیفرانسیل پاره 

ای از کار در این  . بخش عمده شددددها و تعامد روی مرزها در نظر گرفته      یک نقطه یا نقاط و یا ترکیبی از آن      ,نزدیکی یک خط یا خطوط  

ستفاده از روش     شبکه با ا ستخراج معادلات تولید  شرده مرتبه  تحقیق بر روی ا سپس معادلات تولید  گردیدمتمرکز  بالا اختلاف محدود ف  .

ستفاده از روش تکراری گوس         سته و با ا س شرده مرتبه بالا گ ستفاده از روش اختلاف محدود ف . شد صورت عددی حل  سایدل به -شبکه با ا

شده به     هم شبکه جبری تولید  ستگاه  ضوی ا     چنین از یک د شبکه بی شبکه نقاط لازم در تولید این  . نتایج  شد ستفاده  عنوان توزیع اولیه 

شبکه برای جریان  سی قرار    عددی برای چندین مثال مختلف اعم از تولید  ستخراج و از نظر کیفی و کمی مورد برر های داخلی و خارجی ا

سه   هچنین این نتایج با نتایج ب. همگرفت شان  گردیددست آمده از روش اختلاف محدود مرکزی مقای ضر در    داد. نتایج عددی ن که روش حا

کاهش  طور قابل توجهیهای محاسباتی را به کارایی روش تولید شبکه موردنظر را افزایش و هزینه  ,قایسه با روش اختلاف محدود مرکزی م

بسته به ابعاد شبکه و شرایط     ,درصد را در تولید شبکه   ۹0تا  70کاهش زمان محاسباتی بین   ,این روشاستفاده از   ,بر این اساس دهد. می

کارآمد و با  یگسددسددته سدداز کردیرو کیعنوان تواند بهیکه روش اختلاف محدود فشددرده م دادنشددان  قیتحق نیا .به همراه دارد ,مسددهله

 . ردیمورد استفاده قرار گ دهیچیشبکه پ دیبالا در مسائل تول ییکارا
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 مقدمه -1

. اگرچه شوندیاستفاده م یاپاره لیفرانسیمعادلات د بیمنظور تقراست که به یمدت زمان طولان ,اختلاف محدود هایروش 

 شبکه با کیبه  ازین یسازادهیکه جهت پ ستا نیها ابزرگ آن بیهستند اما ع یسرراست یهااختلاف محدود روش هایروش

روش  ,شودیمرتبه دوم استفاده م یضویمعادلات ب بیاختلاف محدود که جهت تقر شرو نیترو معروف نتریسازمان دارند. ساده

مشتقات  ,یروش اختلاف محدود مرکز کیدر  یاست. در حالت کل کنواختیریسازمان غ شبکه با کی یرو یاختلاف محدود مرکز

زده شوند و در  بیتقر ,هم قرار دارند همتقارن نسبت ب تینقطه که در موقع p+1 با توانندیم عدد زوج است کی p که) p مرتبه

منظور باشد. بهیم 2h(O( از مرتبه یدقت روش اختلاف محدود مرکز ,جانیاست. در ا ازیگره مورد ن p+2 فرد باشد p کهیصورت

از  یترشیکردن نقاط بریدرگ ,به دقت بالاتر دنیرس یروش استاندارد برا کیکار وجود دارد. راه نیچند یدقت محاسبات شیافزا

با استفاده از روش اختلاف  m مرتبهبا دقت   pمشتق مرتبه بیتقر یبرا ی. در حالت کلباشدیمشتقات موردنظر م بیشبکه در تقر

 نی. اشوندیم رینقطه درگ p+m فرد باشد p کهیو درصورت زوج باشد p اگر شود ریدرگ یستینقطه با p+m-1 ,یمحدود مرکز

نوع  نیهرحال اه. اما بدهدیم شیشدت افزاهرا ب یمحاسبات نهیخواهد شد و هز بیضرا سیماترباند  یپهنا شیموضوع سبب افزا

 یهاروش نیبار چن نیاول یبرا ]2[ یبردل ای ]1[لهونارد  ,مثال یاند. براکار گرفته شدهدر مسائل مختلف بهطور معمول کار بهراه

تر و کاهش خطای امکان دقت بیشها نشان داده شد که با این روش. ادندمشتقات مرتبه اول گسترش د بیتقر یرا برا یتفاضل

 ]3[گوپتا و همکارانش  نیچنهمگردد. میهای کلاسیک مرتبه دوم فراهم حل بدون افزایش تعداد نقاط محاسباتی نسبت به روش

یابی درجه به کمک درون ,شدهالگوریتم ارائهکردند.  یسازادهیپ کل رییتغ لیتقل کننده شارمحدود کردیرو کیرا در  یاستراتژ نیا

حال از خطاهای ناشی که از مشکلات ناپایداری روش تفاضل مرکزی جلوگیری کرده و در عین دادجایی ارائه مدلی برای جابه ,دو

و امکان  های معمولی با مصرف مشابه محاسباتی حاصلای که دقت فراتر از روشگونهبه ,بودرو در امان از نفوذ عددی روش پیش

 یرنوسانیغ هایها در روشروش نیها شامل کاربرد امثال ریساشد. تر برای دقت مشابه فراهم بزرگهای شبکه بسیار استفاده از گام

به  که دقت را باشدیم ]5[ نیتوسط ج افتهی وسعهمرتبه بالا ت یهاو روش ]4[و همکارانش ارائه شده توسط هارتن  یضرور

هرحال هب ,کردند. اماتر معادلات همرفتی را فراهم امکان حل دقیق ,هاارتقا داده و با حفظ پایداری در حضور ناپیوستگی دو مرتبه

 شیکار اگرچه دقت روش را افزاراه نیشود این است که ایم دهیضعف د کیعنوان چه که به وضوح بهآنمطالعات  نیدر همه ا

از  یسنت هاییشرو بیع نی. ادهدیم شیافزا ,فرم فشرده کیعلت نداشتن به زیرا ن یمحاسبات نهیهمان نسبت هزاما به دهدیم

داشتن  تیکه از هر دو خاص دیگرد ییهادسته از روش کیگسترش  یعلت اصل ,هستند رفشردهیفرم غ کی یدست که دارا نیا

اطلاق  اختلاف محدود فشرده مرتبه بالا یهاها روشزمان برخوردار هستند که به آنطور همفرم فشرده به کیدقت بالا و داشتن 

شدن ریشود تا بدون درگ یاستفاده م یبرش یزدن جملات خطا بتقری جهت موجود حاکم معادلات از هاروش نیا ر. دگرددیم

 .ابدی شیدقت افزا ترشینقاط ب

 یهانهیاز محققان در زم یاریتوسط بس ,آن یایموجود و مزا یازهایهای اختلاف محدود فشرده با توجه به نروش امروزه

اختلاف محدود فشرده  یهاگروه از روش کیخود را با  یتجارب عدد ]6[و توسعه قرار گرفته اند. هرچ  یمختلف مورد بررس

نمود. او برای اولین بار از روش اختلاف محدود مرتبه چهار جهت  تیمشتقات مرتبه اول و دوم هدا بیدقت تقر شیجهت افزا

روش حاضر  ییاستفاده نمود و کاراحفره  کیداخل  انیساده مانند جر الاتیس کیمسائل مکان یو برخمعادلات برگرز  یحل عدد

های دقت بسیار بهتری نسبت به روش نشان داده شد که روش پیشنهادی نمود. سهیاختلاف محدود مرتبه دوم مقا هایرا با روش

 یتفاضلروش  کی ]7[فارستر  .صریح یا ضمنی ترکیب کردهای سازیگسستهرا با زمانتوان آنمرتبه دوم دارد و به سادگی می

و با هدف  یبعد کیانتشار امواج  یسازهیروش در شب نی. او از اکندیمرتبه بالا را ارائه نمود که فرم فشرده معادلات را حفظ م

سوم نقاط شبکه نسبت به یکتر از نیاز به کم روش حاضر .استفاده نمود دیشد انیبا گراد یدر نواح یکیزیرفیکاهش نوسانات غ

 کیز یک روش اختلاف محدود مرتبه بالا در ا ]8[همکر . شتهای تیز موج داهای مرتبه دوم برای حفظ دقت همان بخشروش

خصوص در شرایطی که به ,پیشنهادیروش ثابت استفاده نمود.  بیبا ضرا ییجاهجاب-معادله پخش یفرم فشرده جهت حل عدد

های عددی درستی در شبکههای مرزی و داخلی را بهلایه یی داشت و توانستپایداری بالا ,بودضریب نفوذ کوچک و همرفت غالب 

] پایداری و کارایی خوبی حتی  ونتایج عددی موفقی ارائه  ,های منظم مربعیکه روش پیشنهادی برای شبکهضمن این. حل کند
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مختلف اختلاف محدود فشرده مرتبه بالا را  یهاروش یداریپا ]۹[و همکارانش  گارتلنداد. در شرایط غالب بودن همرفت نشان 

 بعدی با ضرایب ثابت و خطیشار دوانت-برای معادله همرفت ارائه شده ای جدیدنقطهکه تقریب پنجمشاهده شد  کردند. یبررس

روش اختلاف  کی ]10[و فاسل  تزیم .شودای در حل معادلات جبری خطی میعبوری یا مرحلههای دو باعث پایداری بهتر روش

ها نشان دادند کار بردند. آنسرعت به -یستیتور یبنددر فرمول ردائمیغ ریناپذاستوکس تراکم-ریفشرده را جهت حل معادلات ناو

 ]11[و اسکات دهد. شرر یقرار م ریثأشدت تحت ترا به جیبوده و دقت نتا مغشوش یمرز هیکه روش حاضر قابل کاربرد در مسائل لا

 یهایکربندیپ یبرا یانحنادار کل یهاشبکه یبقا رو نیقوان یروش اختلاف محدود فشرده با مرتبه بسیار بالا جهت حل عدد کی

 شیتا شش مرتبه اعشار افزا یتوان دقت حل عددیها نشان دادند که با استفاده از روش حاضر مارائه نمودند. آن دهیچیپ یهندس

 یروش اختلاف محدود فشرده مرتبه بالا برا کیساده  یاچند جمله یابیدرون کیبا استفاده از  ]12[داد. شوکلا و سانگ 

روش  که بودترین نتیجه این مهم. و دقت روش ارائه شده بحث کردند یداریپا یو رو تبه اول و دوم استخراج کردندمشتقات مر

پایدار و دقیق در  14با دقت تا مرتبه  کاراتر از روش ضرایب نامعین است و این طرح ,های غیریکنواختروی شبکه پیشنهادی

در معادلات  یحل مسائل مقدار مرز یبرا دیاز دو روش اختلاف محدود فشرده جد ]13[ اسینید. بکننزدیکی مرزها عمل می

دو روش و نتیجه گرفتند که  استفاده کردند کنواختیریغ یمرتبه دو با استفاده از شبکه ها یرخطیغ یمعمول لیفرانسید

یک  ]14[همکارانش  و شا .های پیشین دارندبا دقت عملی نزدیک به مرتبه چهار عملکردی رقابتی نسبت به روش ,پیشنهادی

 یسازادهیپ ریاستوکس تراکم ناپذ-ریناو دلاتمعا ردائمیغ یحل عدد یروش اختلاف محدود فشرده رو به باد مرتبه سوم را برا

جملات لزجت از روش اختلاف محدود  بیتقر یاز روش فشرده رو به باد و برا ییجاهزدن جملات جاببیها جهت تقرنمودند. آن

ها دریافتند آن. قرار دادند یو متوسط مورد بررس نییپا ینولدزهایدر ر هیپا انیچند جر یرا برا جیفشرده مرتبه چهار استفاده و نتا

 ]15[و همکارانش  کای. تری با هزینه محاسباتی مشابه دارددقت بیش ,فشردهدر مقایسه با روش غیر پیشنهادیروش فشرده  که

و نشان دادند  کردند استخراج یاختلاف محدود فشرده مرتبه بالا را جهت حل معادلات پواسون سه بعد یهایک دسته از روش

و  ترگرایی سریعای که همگونهبه ,وری محاسباتی بهینه حل کندبا دقت بالا و بهرهرا  تواند این معادلهپیشنهادی میروش که 

یک روش اختلاف محدود فشرده مرتبه ششم را  ]16[و همکارانش  انصاری. آوردهای مرسوم فراهم دقت بالاتر نسبت به روش

 یمختلف مورد بررس یمرز طیرا در مسائل با شرا ضرها روش حابه کار بردند. آن یبرنول-لریاو ریت کیارتعاش آزاد  لیجهت تحل

دقت بسیار بالایی  ,شدهروش ارائهکه  نشان داده شد قیدق یهادست آمده با فرکانسهب یعیطب یهافرکانس سهیقرار داده و با مقا

ف یک روش اختلا ]17[و همکارانش ستل  نیچنهم .دارد برنولی-اویلر های طبیعی ارتعاش آزاد تیرهایبینی فرکانسدر پیش

 کردندارائه  شلهیرید یمرز طیبا شرا یبعد وو د یبعد کیمعادله پواسون  یحل عدد یرا برا یامحدود فشرده مرتبه پنج نه نقطه

ترین نقاط دقت بالای مرتبه چهارم را با استفاده از استنسیل کوچک )کم ,ضمن حفظ ساختار فشرده که این روش دادندنشان و 

 .شودکه منجر به کارایی بهتر و کاهش هزینه محاسباتی در حل معادله پواسون می ,کندلازم( فراهم می

هندسه  یدگیچیپ ,اندازه شبکه ,لهأمانند نوع مس یمختلف یشبکه به پارامترها دیروش تول کی یمحاسبات نهیهز یدر حالت کل

مسائل  یشبکه برا دیتول یمحاسبات نهیدارد. اگرچه هز یبستگ رهیبودن( و غ یسه بعد ای یحل )دو بعد دانیبعد م ,حل دانیو م

 یهاشبکه دیمسائل مانند تول یاما در برخ ستیبالا ن انیجر دانیحل معادلات م یمحاسبات نهیبا هز سهیدر مقا یساده دو بعد

شبکه  دیو بالتبع آن تول انیجر دانیبار حل م نیکه به چند یعدد یسازنهیدر مسائل به ایو  دهیچیپ یدر مسائل سه بعد زیر

هدف . بهبود بخشد یرا در حالت کل یمحاسبات عدد ییکارا واندتیم نهیهز نیقابل ملاحظه بوده و کاهش ا نهیهز نیدارند ا ازین

گیری از روش اختلاف محدود فشرده مرتبه در حوزه تولید شبکه بیضوی است که با بهره این مقاله ارائه یک روش عددی جدید

آورد. نوآوری اصلی کار در توسعه ای بیضوی فراهم میدقت محاسباتی قابل توجهی را در حل معادلات دیفرانسیل پاره ,بالا

هایی امکان تولید شبکه ,های محاسباتیینهگرایی و کاهش هزسازی فشرده مرتبه چهارم است که ضمن حفظ سرعت همگسسته

 ,های استاندارد اختلاف محدودنسبت به روش ,سازد. این رویکردبا کیفیت بالا برای مسائل پیچیده را با کارایی بهینه فراهم می

مورد استفاده قرار  سازی شبکههای کاربردی مختلف جریانات سیال و مسائل بهینهتواند در زمینهدقت و کارایی بهتری دارد و می

 .گیرد
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 تولید شبکه بیضوی-2

با  سازیشبکه -2 یبه روش جبر سازیشبکه -1نمود:  بندیدسته ریصورت زبه توانیشبکه باسازمان را م دیتول هایروش

که در حال کسب  سازیشبکه روش. سیبا استفاده از اعداد مختلط و نگاشت همد سازیشبکه -3 لیفرانسیاستفاده از معادلات د

 مکنییرا حل م ایپاره لیفرانسیدستگاه معادله د کیروش  نیاست. در ا لیفرانسیبر معادله د یروش مبتن ,است ادیز تیمعروف

 نیاست. ا کنواختیبا فواصل  یلیشبکه مستط کی یمحاسبات یکه فضایدر حال ,دیدست آبه یکیزیف یتا نقاط شبکه در فضا

 یروش ,شبکه دیتول یضوی. روش بکنندیم بندیدسته یو هذلولو یسهمو ,یضویب لیفرانسیمعادلات د هایروش هروش را ب

 یو به مسائل سه بعد رودمیبه کار  یدر مسائل دو بعد روش معمولاً نیآن کار شده است. ا یو رو افتهیتوسعه  ترشیاست که ب

 یمعن نیبد ,هااز نقاط گره یهموار عیتوز جاد( ای1: اشاره نمود ریبه موارد ز توانیروش م نیا دیداده شده است. از فوا میتعم زین

 یادیز هایراه ,و تعامد در سطوح یسازفشرده یبرا( 2 .هموار خواهد شد یدر قلمرو داخل ,در مرزها باشد یوستگیکه اگر ناپ

روش  نیا بیع نیترمهم اما .کندیخوب عمل م اریشبکه بس یضویب دیتول ,مشخص باشند یکیزیف یهرگاه مرزها( 3 .وجود دارد

 .محاسبات آن است ادیزمان ز گریبا دو روش د سهیدر مقا

 هاآن حل از که کنیممی معرفی پواسون معادله یا لاپلاس معادله صورتبه را بیضوی دیفرانسیل معادلات دستگاه ,جادر این

-گوس تکراری روش از بیضوی ایپاره دیفرانسیل معادلات حل برای. آیدمی دستهب فیزیکی فضای در شبکه نقاط مختصات

 . است زیر صورتبه در فضای فیزیکی بیضوی ایپاره دیفرانسیل معادلات دستگاه. است شده استفاده سایدل
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  د:شومی حاصل زیر صورتبه فوق معادله سایدل
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ستای به ηΔ و ξΔکه  ستند.  ηو  ξ ترتیب گام مکانی در را سیل پاره  ه ضوی ) معادلات دیفران گونه امکان  ( دارای هیچ1ای بی

اند. بنابراین کنترل فواصددل نقاط بر  عنوان ورودی مطرحو مرز خارجی بهکنترل شددبکه نیسددتند. موقعیت نقاط روی بدنه جسددم 

 کند. برای کنترل نقاط داخلی شبکه باید از معادلات پوآسون استفاده شود:ی مرزهای جسم را کاربر مشخص میرو
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 :داریم نهایت دراز فضای فیزیکی به فضای محاسباتی  ایپاره دیفرانسیل معادلات تبدیل با
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ضای     Jکه  صات از ف ضای   فیزیکیمعرف ژاکوبین تبدیل مخت سباتی به ف ست  محا سته به نوع نیاز  Qو  Pتوابع  .ا ایجاد  ) ب

منظور تراکم نقاط شبکه در نزدیکی  شوند. به انتخاب می (تراکم در یک جای خاص یا عمود کردن خطوط شبکه بر سطوح جسم   

 ها از رابطه زیر استفاده شده است:یک نقطه شبکه یا ترکیبی از آنیک خط یا 
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ستی مدنظر قرار گیرد:  در رابطه با روابط فوق ن شبکه حول خط یا خطوط  ( 1کات زیر بای جمله اول رابطه اول تراکم خطوط 

(  2کند. می ایجاد η جمله اول رابطه دوم تراکم خطوط شددبکه را حول خط یا خطوط شددبکهچنین هم کند.ایجاد می ξشددبکه 

چنین جمله دوم رابطه سازد. همرا حول یک نقطه یا نقاطی از شبکه ممکن می ξجمله دوم رابطه اول جمع شدن خطوط شبکه 

  d و cضرایب تقویت و  b و aضرایب ( 3 شود.میدر نزدیکی یک نقطه یا نقاطی از شبکه  ηدوم باعث جمع شدن خطوط شبکه 

کار  تعداد نقاط به ,یعنی تابع قلمرو فیزیکی ,له خاص موردنظرندأباشند که ورودی برنامه هستند و تابع مس   می ضرایب استهلاک  

  Pبرای معادله شددود. ها تراکم انجام میاسددت که در نزدیکی آن η یا  ξ  تعداد خطوط شددبکه NI( 4نقاط مرزی و غیره.  ,رفته

کننده شددماره مشددخص JAL (IS) و IAL (IS)( 5 باشددد.می η تعداد خطوط شددبکه Q و برای معادله ξ تعداد خطوط شددبکه

کننده  مشخص  JAL (JS)و  IAL (JS)( 7 شود. ها تراکم انجام میایست که در نزدیکی آن تعداد نقاط شبکه  NJ( 6هاست.  خط

گرفتن تابع علامت ایجاد کشددش در دو طرف  با درنظرق اسددت. همان قدرمطل ABC ,(10)( و ۹در روابط )شددماره نقاط اسددت. 

 گردد.  پذیر میخطوط و امکان

 صورت زیر خواهد شد:( به8در نهایت رابطه گسسته شده معادله )
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عمود بودن خطوط شبکه بر مرز از اهمیت زیادی برخوردار است.    ,نظیر محاسبات مربوط به لایه مرزی  ,در بعضی محاسبات  

شود    تعامد خطوط بر مرزها باعث می سبه  شنهادی جهت  . شود که گرادیان عمودی خواص در مرزها با دقت بالاتری محا تابع پی

 به قرار زیر است: 1η=ηیک مرز دلخواه مانند ایجاد تعامد روی 
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های مثبتی هستند و ثابت Bو  Aکه در آن 
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 ها:که در آن
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شرط تعامد در فرآیند  است. رعایتمنظور تضمین تعامد خطوط شبکه بیضوی بر مرزهای جسم انتخاب شده به (13)معادله 

سیار زیادی دارد    شبکه اهمیت ب شبکه باعث می  ,تولید  ها یا تغییرات خواص عددی در مرزها با  شود گرادیان زیرا تعامد خطوط 

سیار بیش  شوند. این دقت بیش   دقت ب سبه  صحت و دقت      تر در مرزهاتری محا شبکه و در نهایت افزایش  به بهبود کیفیت کل 

امکان   ,شوندهعنوان یک تابع نمایی با پارامترهای کنترلبه ,استفاده از تابع پیشنهادی. کندحل عددی معادلات جریان کمک می

شرایط  تنظیم و کنترل دقی ستگی آورد و به این ترتیب از بروز تعامد را فراهم میق  ش  ها وناپیو کلات عددی در نزدیکی مرزها  م

ها و اسددتانداردهای  های بیضددوی اسددت که مطابق با روش شددده در تولید شددبکه نماید. این روش متداول و اثباتجلوگیری می

 .]18[ شودکار گرفته میکیفیت به شناخته شده در تولید شبکه بهینه و با

س  ستی متریک برای محا شتقات آن به توابع فوق ابتدا بای سطح تعی ها و م شتق یها بر روی  سبت به  ن گردند. م در  ξهای ن

 توان از روابط زیر محاسبه کرد:امتداد سطح را می
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 کنیم که در نهایت خواهیم داشت:ر روی سطح شرط تعامد را اعمال میب ηهای نسبت به اما برای محاسبه مشتق
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حاصدددل  4( با دقت مرتبه 1۹( فرم فشدددرده معادله )22(( درمعادله )32دسدددت آمده )رابطه )هخطای ب با قرار دادن عبارت

 شود:می
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yxعلت وجود ترم در این رابطه به ,شدددودطور که مشددداهده میهمان  34 باشدددد. در می 13تعداد نقاط درگیر برابر  ,/

بود. بنابراین مشدداهده  می 25شددد تعداد نقاط درگیر برابر اسددتفاده می 4تقریب تفاضددل محدود مرکزی مرتبه  که اگر ازحالی

باشد   تر )حدود نصف( می مراتب کماست بلکه تعداد نقاط درگیر آن نیز به  4تنها دارای دقت مرتبه بندی حاضر نه شود فرمول می

] خیری از گام زمانی قبلی محاسبه گردد در   صورت تأ ( به34ت راست معادله ) لازم به توضیح است که اگر عبارت سم   ((. 1)شکل) 
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شان داده شده در شکل     خواهد بود ) ۹نقاط درگیر برابر  این صورت تعداد  )الف( حذف خواهند شد( و یک   1چهار نقطه درگیر ن

 فشرده حاصل خواهد شد.   بندی کاملاًفرمول

ی فراواهلش متوال های تکراریها روششده وجود دارند که از جمله آنستههای متعددی برای حل دستگاه معادلات گسروش

(SOR) ]1۹[ ایچندشبکه و(Multigrid)  ]20[ روشباشندمی . SOR سایدل است که با -یافته از روش گوسنوعی بهبود

کارگیری چندین نیز با به Multigrid دهد. روشطور قابل توجهی افزایش میسرعت همگرایی را به ,دهیافزودن عامل شتاب

های حل عددی شناخته شده و توانسته است ترین الگوریتمعنوان یکی از سریعبه ,سطح شبکه و کاهش خطا در سطوح مختلف

چنین تمرکز بندی و هممنظور رعایت سادگی و وضوح فرمولدر این تحقیق به ,با این وجود. در مسائل بزرگ بسیار کارآمد باشد

قابل فهم و بهینه در شمارش  ,عنوان روشی سادهسایدل به-از روش گوس ,روش تولید شبکه بیضوی با دقت مرتبه بالابر توسعه 

تکرارهای اولیه استفاده شده است. این انتخاب به ما امکان داده است تا بر بهبود دقت و بررسی اثر آن بر کیفیت شبکه تمرکز 

 . جلوگیری نماییم های اضافیکنیم و در عین حال از پیچیدگی
 

 

 

 

 

 

 

 
 

)ب( روش اختلاف  ,(4: شماتیکی از تعداد نقاط درگیر در )الف( روش اختلاف محدود مرکزی استاندارد ) مرتبه 1 شکل

 (4مرتبه محدود فشرده )
 

سازی  سازی مرحله تولید شبکه است که باعث بهینه   دقت در گسسته  ضروری است یادآور شویم که هدف اصلی این افزایش     

سباتی می  شد  بدون این ,شود فرآیند تولید و کاهش زمان محا بیان   . بهکه مستقیماً بر دقت حل نهایی میدان جریان تأثیرگذار با

  ,کاهش یابد تولید شبکه و هزینه تا سرعت تولید شبکه بهبود یافته دهیممیسازی تولید شبکه را افزایش ما دقت گسسته  ,دیگر

موجب ارتقای کارایی روش در مسدددائل   ,ماند. این مزیت مهمکه دقت حل عددی در مراحل بعدی بدون تغییر باقی میدر حالی

 .شودپیچیده جریان سیال می

 نتایج -3

 بررسی کیفی -1-3

در زاویه   NACA0012یک شبکه بیضوی تولید شده با استفاده از روش اختلاف محدود فشرده حول ایرفویل (2)شکل 

(( 3دستگاه شبکه جبری تولید شده )شکل ) گره ایجاد شده و از 41×20دهد. مجموعه نقاط ازحمله صفر درجه را نشان می

=  0001/0چنین معیار همگرایی )همی استفاده شده است. عنوان توزیع اولیه شبکه نقاط لازم در تولید این شبکه بیضوبه

ERRORMAX .انتخاب گردید ) 

درجه  ۹0آل آن شود که زاویه ایدهصورت زاویه بین خطوط متقاطع شبکه تعریف میمعیار تعامد خطوط به ,در تولید شبکه

دهنده کیفیت بالاتر تعامد شبکه است. برای شبکه نشان داده شده در شکل نشان ,تر باشداست و هر چه انحراف از این مقدار کم

 الف و ب( 2)دهنده تعامد بسیار خوب است. شکل درجه قرار دارند که نشان ۹5تا  85ها در بازه درصد زاویه۹2تقریباً  ,(2)

چنین معیار همواری توزیع نقاط که دهد. هممی نشان لیرفویا بتدایو ا نتهادر نواحی اطور کیفی بهشبکه را تعامد ترتیب به

های اهمیت بالایی دارد؛ برای این شبکه ضریب تغییر طول سلول ,کندهای مجاور را بررسی میتغییرات تدریجی اندازه سلول

    

    

    

    

   

 )الف(

    

    

    

    

 

 )ب(
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ها در شبکه توزیع متریک (4)شکل  .باشددهنده توزیع بسیار یکنواخت و هموار نقاط میگزارش شده که نشان 1/1تر از مجاور کم

ها در شود که توزیع متریکوضوح مشاهده میبه تولید شده با استفاده از روش اختلاف محدود فشرده را نشان می دهد. کاملاً

  طور مناسبی انجام شده است.نقاط مختلف شبکه به

 

 

 

 

 

 

 
 

 

  

 

 

 

 

 
 

 

 )الف( )ب(

. توزیع و تعامد شبکه استفاده از معادلات بیضوی و روش اختلاف محدود فشردهتولید شده با  41×20: دستگاه شبکه 2شکل 

 در )الف( لبه فرار و )ب( لبه حمله
 

 
 ها در روش حاضراستفاده شده به عنوان توزیع اولیه گره حاصل از یک شبکه ساز جبری 41×20: دستگاه شبکه 3شکل 
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 ها برای دستگاه شبکه تولیدی با استفاده از معادلات بیضوی و روش اختلاف محدود فشرده: توزیع متریک4شکل 

 

 بررسی کمی   -2-3

ضای      (5)شکل   شده در یک ف شان می  1×1مربعی به ابعاد شبکه تولید  شده    را ن شبکه تولید  ستفاده از   20×20دهد.  و با ا

الف( و در   5در شکل   1)شبکه   سازی در نزدیکی دو مرز عمودی چنین فشرده رده تولید شده است. هم  روش اختلاف محدود فش 

شبکه     شه ) شکل   2نزدیکی دو نقطه گو ضریب تقویت     ب( 5در  ست و از  ستهلاک     a=200انجام گردیده ا ضریب ا  c=15/0و 

 ( انتخاب گردید.  ERRORMAX=  00001/0استفاده شده است. معیار همگرایی نیز برابر )
 

 

 

 

 

 

 

 

 )الف( )ب(

)الف(  .ای بیضوی با استفاده از روش اختلاف محدود فشردهحاصل از معادلات دیفرانسیل پاره 20×20: دستگاه شبکه 5شکل 

  i=20و i=1  ,   j=1 سازی در نزدیکی نقاطفشرده: 2شبکه و )ب(  i=20و    i=1هاینزدیکی خطسازی در فشرده: 1شبکه 
,  j=20 
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 : مقایسه نتایج روش اختلاف محدود مرکزی و روش اختلاف محدود فشرده1جدول 

 کاهش زمان محاسباتی تعداد تکرار روش شبکه

 1 
  8۹ اختلاف مرکزی استاندارد

76% 
 21 فشردهاختلاف محدود  

 2 
  86 اختلاف مرکزی استاندارد

80% 
 17 اختلاف محدود فشرده 

 

 

 

 

 

 

دسددت آمده از هسددازی این روش با نتایج بدسددت آمده از پیادههنتایج ب ,جهت بررسددی کارایی روش اختلاف محدود فشددرده

ستاندارد مقایسه گردید که در جدول    شود اگرچه  طور که مشاهده می نشان داده شده است. همان    (1)اختلاف محدود مرکزی ا

ستفاده از این روش در نتایج نهایی ت  سبت به روش اختلاف محدود مرکزی  أا ثیری ندارد اما به علت بالاتر بودن دقت این روش ن

سباتی به      سیدن به همگرایی و در نتیجه هزینه محا ستاندارد تعداد تکرار تا ر ست.   ا شاهده می  شدت کاهش یافته ا شود که   م

شرده مرتبه چهار به    ستفاده از روش اختلاف محدود ف صدی   80سبب کاهش   ,جای روش اختلاف محدود مرکزی مرتبه دوا در

ست    شبکه گردیده ا ست که     .در زمان لازم برای یک تولید  ضوع این ا شرده  دلیل این مو ضر روش اختلاف محدود ف تنها  نه حا

سازی آن نیز  بلکه ساختار گسسته    ,شود میاستاندارد  ر نسبت به روش تفاضل محدود مرکزی   مراتب بالاتموجب افزایش دقت به

که هر تکرار  شدددودمیگردد. این ویژگی باعث باعث کاهش پهنای باند ماتریس سدددیسدددتم و تعداد نقاط درگیر در هر تکرار می

توجه زمان محاسباتی هم ناشی از کاهش تعداد تکرارها    تر انجام شود. بنابراین کاهش قابل  تر و با پیچیدگی کممحاسباتی سریع  

این مزیت  شود که نشان داده می ,در ادامه. باشدمیتر شدن عملیات در هر تکرار دلیل سادهبه خاطر نرخ همگرایی بالاتر و هم به

شرده  شبکه  ,دوگانه روش ف شم های پیچیده و ریز را بهکارایی تولید  صورت    و هزینهگیری افزایش طور چ سباتی را به  های محا

 دهد.میمؤثری کاهش 
 

  

 )الف( )ب(

)الف(  برای : مقایسه نرخ همگرایی روش اختلاف محدود مرکزی استاندارد و روش اختلاف محدود فشرده مرتبه بالا6 شکل

 i=20  , j=20و i=1  ,   j=1 سازی در نزدیکی نقاط: فشرده2و )ب( شبکه  i=20و    i=1سازی در نزدیکیفشرده: 1شبکه 
 

 

نرخ همگرایی روش اختلاف محدود مرکزی استاندارد و روش اختلاف محدود فشرده مرتبه بالا در تولید شبکه     (6)در شکل  

طور که اختلاف خطا در هر تکرار برای دو روش نشان داده شده است. همان (7)چنین در شکل اند. همحاضر با هم مقایسه شده   
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سیار بیش   شود در روش دیده می شرده نرخ همگرایی ب سریع اختلاف ف ست. هم    تر بوده و همگرایی  شده ا صل  چنین مقدار  تر حا

شرده از همان تکرارهای  خطا در هر ت شدیدی پیدا می  یهاولکرار در روش ف صفر میل می  ریباًتق کند وافت  کند  در تکرار نهم به 

صورتی  شرده در تکرار  که مقدار خطای روش اختلاف مرکزی در این تکرادر  ر از نظر بزرگی هم مرتبه با مقدار خطای اختلاف ف

  ثر باشد.تواند در افزایش نرخ همگرایی مؤچقدر می 4به  2دهد که افزایش دقت از مرتبه میاول است. این نتایج نشان 
 

 
 

 )الف( )ب(

استاندارد و روش اختلاف محدود فشرده مرتبه روش اختلاف محدود مرکزی  : مقایسه نرخ کاهش خطا در هر تکرار7 شکل

  i=1 سازی در نزدیکی نقاط: فشرده2و )ب( شبکه  i=20و    i=1هایسازی در نزدیکی خطفشرده: 1)الف( شبکه  بالا برای

,   j=1 وi=20  ,  j=20 

 

دهد. شبکه مختلف را نشان می ای بین نتایج روش اختلاف محدود فشرده و روش مرکزی استاندارد در ابعادمقایسه (2)جدول 

یابد و زمان تر شدن شبکه( کارایی روش اختلاف فشرده افزایش میبا کاهش ابعاد شبکه )ریز ,شودطور که مشاهده میهمان

در  ,تکرار نیاز دارد ۹4روش استاندارد به  ,20×20عنوان مثال در شبکه بهیابد. شدت کاهش میمحاسباتی )تعداد تکرار( به

 ریزترهای است. این روند در شبکه محاسباتیدر زمان  درصد کاهش 80معادل  رسد کهتکرار می ۹ه روش فشرده تنها به کحالی

این نتایج نشان  .درصد است ۹0و  88ترتیب حدود شود که کاهش زمان محاسباتی بهنیز مشاهده می 40×40و 30×30مانند

های بسیار ریز که عنوان یک روش بسیار کارآمد در تولید شبکه بویژه شبکهتواند بهدهد که روش اختلاف محدود فشرده میمی

 .شدت کاهش دهدمورد استفاده قرار گیرد و تعداد تکرار را به ,زمان محاسباتی )تعداد تکرار( زیادی نیاز دارند
 

 ابعاد مختلفهای با : مقایسه نتایج روش اختلاف محدود مرکزی و روش اختلاف محدود فشرده در شبکه2جدول 

 (i=1  ,  j=20وi=20  ,   j=1وi=20  ,   j=20وi=1  ,   j=1 سازی در نزدیکی نقاطفشرده)
                       

 ابعاد شبکه                          

 روش             
 

20×20 30×30 40×40 

 364 201 ۹4 اختلاف مرکزی استاندارد

 36 23 ۹ اختلاف محدود فشرده

 %۹0 %88 %80 کاهش زمان محاسباتی

های داخلی مورد بررسی قرار  ها کارایی روش حاضر در مسائل تولید شبکه برای جریان   هایی ارائه شد که در آن مثال ترپیش

سی قرار می    گرفت. در این شده در یک جریان خارجی مورد برر شبکه ایجاد  شکل  جا نتایج برای  ضوی     (8)گیرند.  شبکه بی دو 
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دهد. علت بررسی این شبکه آن است که این نوع  در زاویه حمله صفر درجه را نشان می  NACA0012شده حول ایرفویل تولید

گردد و لذا رسیدن به   سازی آیرودینامیکی اجسام پرنده بوفور از آن استفاده می   سازی و حتی بهینه شبیه  ,سازی ها در مدلشبکه 

بوده و با اسددتفاده از روش اختلاف  21×18اند در عمل مفید باشددد. شددبکه تولید شددده توکارایی بالا برای این نوع شددبکه ها می

شبکه        ست. در  شده ا شرده تولید  سازی در نزدیکی خطوط     (الف)محدود ف شرده  ضریب تقویت    =i=16 i ,6ف شده و از  انجام 

40=a  2و ضریب استهلاک=c  .استفاده شده است( 0001/0معیار همگرایی نیز برابر  =ERRORMAX.انتخاب گردید ) 
 

  
 )ب( )الف(

 (الف. )حاصل از معادلات دیفرانسیل پاره ای بیضوی و با استفاده از روش اختلاف محدود فشرده 21×18: دستگاه شبکه 8شکل 

 ( i=11 j=14 ,و  i=17  , j=14سازی در نزدیکی نقاطفشرده :4و )ب( شبکه i=6  i=16 , سازی در نزدیکیفشرده: 3شبکه 
 

شبکه   شرده  (ب)اما در  ضریب تقویت    =i=14  j ,11و =i=14  j ,17سازی در نزدیکی نقاط  ف شده و از  و  a=200انجام 

  استفاده شده است. c=3ضریب استهلاک 
سازی روش اختلاف محدود فشرده و روش اختلاف محدود مرکزی برای ای بین نتایج حاصل از پیادهمقایسه (3)در جدول 

شود بالاتربودن دقت روش فشرده نسبت به روش مرکزی طور که مشاهده میفوق ارائه شده است. همان (الف و ب)دو شبکه 

با توجه به  شدت کاهش یابد.استاندارد سبب گردیده است که تعداد تکرار تا رسیدن به همگرایی و در نتیجه هزینه محاسباتی به

واضح است که  ته از مسائل تولید شبکه در مقایسه مسائل تولید شبکه داخلی کاملاًبودن تعداد تکرار تا همگرایی برای این دسبالا

تر روش تولید شبکه در این دسته از مسائل کمک کند. تواند به کارآمدی بیشاستفاده از روش اختلاف فشرده تا چه حد می

در هر تکرار برای دو روش مذکور ارائه شده  ای بین نرخ همگرایی و مقدار خطاترتیب مقایسهبه (10)و  (۹)چنین در شکل هم

که برای روش مرکزی رسد در حالیمی 10-3تر از مانده به کممقدار باقی ,ام106در تکرار  3شود برای شبکه مشاهده می است.

ش فشرده نسبت برابری رو 7/2نرخ همگرایی  4برای شبکه  ,طور مشابهگردد. بهمانده حاصل میام این مقدار باقی1۹4در تکرار 

 شود.به روش مرکزی گزارش می
 

 

 : مقایسه نتایج روش اختلاف محدود مرکزی و روش اختلاف محدود فشرده3جدول 

 کاهش زمان محاسباتی تعداد تکرار روش شبکه

 3 
  861 اختلاف مرکزی استاندارد

74% 
 230 اختلاف محدود فشرده 

 4 
  602 اختلاف مرکزی استاندارد

63% 
 222 اختلاف محدود فشرده 
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 )الف( )ب(

سازی در فشرده :3( شبکه الف. )مقایسه نرخ همگرایی روش اختلاف محدود فشرده و روش اختلاف مرکزی استاندارد :9شکل 

 (j=14, i=11 و   i=17  , j=14سازی در نزدیکی نقاطفشرده و )ب( i=6  i=16 ,نزدیکی خطوط 
 

ای بین نتایج روش اختلاف محدود فشددرده و روش مرکزی اسددتاندارد در ابعاد شددبکه مختلف را برای دو  مقایسدده 4جدول 

شان می  4و  3شبکه   شاهده می دهد. همانن شبکه( کا      ,شود طور که م شدن  شبکه )ریزتر  رایی روش اختلاف با کاهش ابعاد 

شرده افزایش می  سباتی )تعداد تکرار( به ف شبکه  یابد. می شدت کاهش یابد و زمان محا سلول   برابر 5/3 با 3در  های  شدن تعداد 

که  باشدددد برابر می ۹2/1که این مقدار برای روش مرکزی شدددود در حالیبرابر می 26/1تعداد تکرار در روش فشدددرده  ,شدددبکه

شان  ست.      35دهنده بهبود حدود ن سباتی ا صدی در زمان محا شابه بهدر شبکه   ,طور م شدن   5/3 با 4در  سلول برابر  های  تعداد 

که  باشدددد برابر می 37/2که این مقدار برای روش مرکزی شدددود در حالیبرابر می 28/1تعداد تکرار در روش فشدددرده  ,شدددبکه

دهد که روش اختلاف محدود فشددرده این نتایج نشددان میدرصدددی در زمان محاسددباتی اسددت.   46دهنده بهبود حدود نشددان

سیار کا تواند بهمی شبکه ب عنوان یک روش ب شبکه هرآمد در تولید  سباتی )تعداد تکرار( زیادی     ویژه  سیار ریز که زمان محا های ب

 شدت کاهش دهد.مورد استفاده قرار گیرد و تعداد تکرار را به ,نیاز دارند
 

  
 )الف( )ب(

 :3استاندارد. )الف( شبکه : مقایسه مقدار خطا در هر تکرار روش اختلاف محدود فشرده و روش اختلاف مرکزی 10شکل 

 (j=14, i=11 و   i=17  , j=14سازی در نزدیکی نقاط فشرده و )ب( i=6  i=16 ,سازی در نزدیکی خطوط فشرده
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 های با ابعاد مختلف: مقایسه نتایج روش اختلاف محدود مرکزی و روش اختلاف محدود فشرده در شبکه4جدول 

 شبکه

 

ابعاد شبکه                    

 روش 
 

25×25 35×35 45×45 

3 

 17۹4 1234 ۹31 اختلاف مرکزی استاندارد

 343 302 273 اختلاف محدود فشرده

 %81 %76 %71 کاهش زمان محاسباتی

4 

 1622 1154 682 اختلاف مرکزی استاندارد

 313 2۹2 244 اختلاف محدود فشرده

 %80 %75 %64 کاهش زمان محاسباتی
 

 
 

 

 

 سازی نتایج در یک مساله شبیهمقایسه  -3-3

سازی شود و   سازی عملی پیاده ضروری است که این روش در یک مسهله شبیه     ,برای ارزیابی جامع و دقیق روش پیشنهادی 

منظور سنجش صحت روش سنتی بیضوی مقایسه گردد. این مقایسه بهدست آمده با نتایج حاصل از تولید شبکه بهدقت نتایج به

ست و امکان تعیین میزان بهبود عملکرد و دقت را فراهم می   و قابلیت اعتم ضروری ا سه . کنداد روش جدید  مربوط به   این مقای

با   درجه 4۹/1و زاویه حمله  8/0و در شدرایط جریان آزاد با عدد ماخ   NACA0012دسدت آمده روی ایرفویل  هضدریب فشدار ب  

های تجربی  داده ,دست آمده توسط تولید شبکه فشرده    هضریب فشار ب   ,(11)شکل  در است.   80160استفاده از یک شبکه ریز   

دست آمده از طرح فشرده    هب شود که حل می . مشاهده شود دست آمده از تولید شبکه مرسوم مقایسه می    هو ضریب فشار ب   ]21[

دست آمده از  هبتطابق خوبی را با نتایج  روش حاضر دست آمده از  ههای بو جواب خوبی برخوردار است  بسیار از دقت  پیشنهادی 

مقدار ضریب برآ و پسا حاصل از شبکه تولید شده با استفاده از        (5)در جدول  دهد.و نتایج تجربی نشان می  تولید شبکه مرسوم  

 شود.کاملا تائید می روش فشرده و مرکزی مقایسه شده است که از مقایسه مقادیر این جدول صحت روش پیشنهادی
 

 

 های تجربی: مقایسه ضریب فشار بدست آمده با استفاده از روش فشرده و روش مرکزی مرسوم با داده11شکل 
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  : مقایسه ضرایب آیرودینامیکی5جدول 

 ضریب پسا ضریب برآ روش

 0033/0 2621/0 اختلاف مرکزی استاندارد

 0035/0 2630/0 اختلاف محدود فشرده

 

 گیرینتیجه -4

له تولید شبکه بیضوی توسعه داده أیک روش اختلاف محدود فشرده با دقت مرتبه چهار جهت استفاده در مس مقالهدراین 

سازی شد. نتایج عددی صورت عددی پیادهشد. بدین منظور معادله تولید شبکه در یک فرم اختلاف محدود فشرده استخراج و به

عبارت دیگر د. بهداکه روش حاضر در مقایسه با روش اختلاف محدود مرکزی استاندارد کارایی تولید شبکه را افزایش  دادندنشان 

. این یافتتعداد تکرار لازم تا رسیدن به همگرایی کاهش و زمان محاسباتی لازم برای تولید شبکه کاهش  ,علت افزایش دقتبه

سازی که به بعدی که به تولید شبکه پیچیده و ریز و یا مسائل بهینهریان پیچیده سههای جتواند در مسائل حل میدانمزیت می

کارایی  ,ریزتر شدن شبکهبا که  دادند چنین نتایج نشانسازی نیاز دارند مفید باشد. همچندین بار تولید شبکه در حین بهینه

درصد در شبکه  ۹0ترین کاهش زمان محاسباتی معادل بیش ,برای تولید شبکه داخلی. یافتروش اختلاف محدود فشرده افزایش 

درصد در شبکه با ابعاد 81برای تولید شبکه خارجی حداکثر کاهش زمان محاسباتی  کهدر حالی شد حاصل 40×40با ابعاد 

 .دست آمدهب 45×45

اما  ,بررسی قرار نگرفتندطور مستقیم مورد دلیل نوظهور بودن در این پژوهش بهموضوعاتی وجود دارند که به ,هرحالبه

ای برای تنها نمایانگر جهات امیدوارکنندهکنند. پیشنهادات ارائه شده نهشکل روشنی ترسیم میمسیرهای آتی پژوهش را به

اند. افزایش های کنونی مقاله پیوند خوردهبلکه کاملاً با یافته ,گسترش و بهبود روش اختلاف محدود فشرده مرتبه چهار است

بعدی تر و سهزمینه بسط این روش به مسائل پیچیده ,کاهش قابل توجه زمان محاسباتی که در این تحقیق مشاهده شددقت و 

های بسیار ریز که نیازمند ای و تولید شبکهسازی چندمرحلهکاربرد روش در مسائل بهینه ,آورد. از سوی دیگررا فراهم می

ادامه تحقیقات در  ,خشی و کارایی این روش را بیش از پیش نشان دهد. بنابراینتواند اثربمی ,محاسبات متعدد و دقیق هستند

های علمی پیچیده تر به چالشگویی دقیقهای عددی بهتر و پاسخنویدبخش توسعه روش ,ضمن تعمیق دانش موجود ,این راستا

 .خواهد بود
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Abstract 

In this research, the performance and efficiency of a higher compact finite difference scheme in the generation 

of a structured grid were investigated. Elliptic partial differential equations have been used to generate a grid 

system and clustering the grid points in the vicinity of a line or near a point or a combination of them, and also 

orthogonality of the grid lines on an arbitrary surface was implemented. The main focus of this research was on 

the extraction of the grid generation equation using a higher compact finite difference. After that, the grid 

generation equation was discretized using the higher compact finite difference scheme and then was solved 

numerically by the Gauss-Seidel iterative method. An algebraic grid system was used as the initial distribution of 

grid points required by the elliptic grid generation. The numerical results for the various test cases, such as grid 

generation for internal and external flows, were obtained and investigated qualitatively and quantitatively. 

Moreover, these results were compared with the results of the standard finite difference method. The numerical 

results showed that using this scheme in comparison with the standard finite difference method increases the 

efficiency of the grid generation and decreases computational efforts. Based on this, the use of this method results 

in a reduction of computational time by 70 to 90 percent in grid generation, depending on the grid size and problem 

conditions. The results showed that the higher compact finite difference scheme can be used as an efficient and 

high-performance discretization scheme in complex grid generation problems.   
 

 

Key words: elliptic grid generation, higher order compact finite difference method, standard finite 

difference method, computational cost 
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